Пример 8. 
 Задача Чэфи – Инфанте 

В предшествующем примере мы столкнулись с краевой задачей для достаточно простого нелинейного дифференциального уравнения второго порядка, восходящей к некоторой экстремальной задаче и имеющей бесконечное множество решений. Еще более необычными свойствами обладает рассматриваемая ниже задача Чэфи - Инфанте. Оказывается, что число ее решений конечно и существенным образом зависит от одного из параметров задачи.

8.1. Постановка задачи.
Рассматривается система, характеризуемая задачей Коши
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Управление  u = u(t)  выбирается из множества U функций, которые обеспечивают перевод системы в нулевое конечное состояние, что соответствует равенству

                                                х() = 0 .                                         (8.2)
Определим функционал
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где  и  – положительные константы, являющиеся параметрами задачи, х – решение задачи (8.1), соответствующее управлению u. 

Ставится следующая задача оптимального управления, называемая оптимизационной задачей Чэфи – Инфанте.

Задача 8. Найти управление u(U, которое доставляет минимум функционалу  I  на множестве U.

По своей природе эта задача достаточно близка к той, что рассматривалась в примере 4. В этой связи ее исследование не вызывает особых затруднений.
Замечание 8.1. Пользуясь методикой, описанной при исследовании предшествующего примера, можно доказать, что рассматриваемая задача имеет решение. Однако мы не будем приводить это доказательство, поскольку оно не содержит практически никаких новых элементов.

8.2. Необходимое условие экстремума.

Для получения условий оптимальности в форме принципа максимума воспользуемся схемой, приведенной при рассмотрении примера 4. Определим функцию

H(u,х,p)  =  u p – 2u2 –  x4  + 2 x2.
Тогда оптимального управление будет удовлетворять условию максимума

                            
[image: image3.wmf] 

)

,

,

(

max

 

 

  

)

,

,

(

р

x

w

H

р

x

u

H

w

=

,                    (8.3) 

где р – решение сопряженного уравнения
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Итак, для нахождения оптимального управления мы имеем систему (8.1) – (8.4). Обращая в нуль производную от функции Н по управлению, находим ее единственную особую точку

                                             u = p /4 .                                           (8.5)
Очевидно, вторая производная от функции Н по управлению равна -4, т.е. является отрицательной. Таким образом, управление, определяемой по формуле (8.5), действительно соответствует максимуму функции Н.

Дифференцируя уравнение состояния по t и учитывая соотношения (8.4), (8.5), будем иметь
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В результате получаем уравнение
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с граничными условиями

                                            х(0) = 0 ,  х() = 0 .                              (8.7)
Краевая задача (8.6), (8.7) называется задачей Чэфи – Инфанте.

Вывод 8.1. Оптимальное состояние системы является решением задачи Чэфи – Инфанте.

Если решение задачи (8.6), (8.7) является оптимальным состоянием системы, то в соответствии с уравнением (8.1) оптимальное управление оказывается производной от рассматриваемого решения. Таким образом, для нахождения решения оптимизационной задачи нам предстоит найти решения задачи Чэфи – Инфанты, а потом проверить, соответствуют ли они минимуму рассматриваемого функционала. 

8.3. Разрешимость задачи Чэфи – Инфанте.
Наличие тривиального (нулевого) решения задачи Чэфи – Инфанте очевидно. Для доказательства существования нетривиального решения системы (8.6), (8.7) мы воспользуемся одним специфическим результатом из теории краевых задач для нелинейных дифференциальных уравнений второго порядка. Рассматривается следующая задача
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Функция у называется нижним решением этой задачи, если справедливы соотношения
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Функция z называется верхним решением задачи (8.8), если справедливы соотношения
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Замечание 8.2. Естественно, обычное решение задачи (8.8) всегда является как нижним, так и верхним решением этой задачи (при этом все приведенные выше соотношения выполняются в форме равенства). Обратное утверждение, вообще говоря, не верно. 

Имеет место следующее утверждение:

Теорема 8. Если при достаточной гладкости функции f существуют нижнее и верхнее решения у и z соответственно задачи (8.8), причем справедливо неравенство   y(t) ( z(t) , t((0,T) , то эта задача имеет решение х, удовлетворяющее оценке  y(t) ( x(t) ( z(t) ,  t((0,T) .

Воспользуемся этим результатом для доказательства существования нетривиального решения задачи Чэфи – Инфанте. Определим функцию  y(t) =  sin t , где  – некоторая положительная константа. Справедливы соотношения


[image: image10.wmf](

)

.

  

 

sin

 

1

 

sin 

 

  

  

sin

 

 

  

sin 

 

 

1)

(

  

 

 

  

  

 

  

  

3

2

3

3

3

t

t

t

t

у

у

у

n

e

-

-

m

e

=

=

e

n

-

e

-

m

=

n

-

m

+

&

&


При >1 и достаточно малых значениях  выражение, стоящее в правой части последнего равенства, неотрицательно. Тогда, учитывая равенства

у(0) = 0 ,  у() = 0 ,

установим, что функция у является нижним решением задачи (8.6), (8.7).

Вывод 8.2. При достаточно малых значениях параметра  функция  y(t) =  sin t  является нижним решением задачи Чэфи – Инфанте.

Предположим, что функция z принимает исключительно постоянное значение с. Тогда имеет место соотношение 
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Вывод 8.3. При достаточно малых значениях параметра с функция  z(t) = c  является верхним решением задачи Чэфи – Инфанте.

Выбирая значение
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получаем неравенство  y(t) ( z(t)  для всех значений t. Пользуясь теоремой 8, установим, что задача (8.6), (8.7) имеет решение х, удовлетворяющее неравенству

sin t ( x(t) ( c ,  t((0,) .

Вывод 8.4. Для любых значений задача Чэфи – Инфанте имеет положительное решение.

Замечание 8.3. Можно показать, что положительное решение задачи единственно.

Замечание 8.4. Очевидно, если функция х является решением задачи Чэфи – Инфанте, то функция, определяемая по формуле  y(t) = x(-t) , также будет решением этой задачи. Однако, как уже отмечалось, положительное решение задачи единственно. Отсюда следует, что положительное решение обладает зеркальной симметрией относительно середины интервала времени, т.е. справедливо равенство  х(t) = x(-t) . 

Замечание 8.5. При (1 приведенные выше рассуждения не имеют смысла. Можно показать, что в этих условиях задача Чэфи – Инфанте имеет исключительно нулевое решение.

Вывод 8.5. При задача Чэфи – Инфанте имеет не единственное решение, а при (1 – только тривиальное решение.
8.4. Решения задачи Чэфи – Инфанте.
Как и в предшествующем примере, вместо того, чтобы искать новые решения рассматриваемой задачи непосредственно, мы будем искать преобразования, позволяющие переходить от одного решения задачи к другому. В частности, существование еще одного решения задачи (8.6), (8.7) очевидно. Если некоторая функция является решением задачи Чэфи – Инфанты, то решением будет и функция отличающаяся от нее только знаком.

Вывод 8.6. Задача Чэфи – Инфанте имеет нечетное количество решений при любых значениях параметров.

Итак, наряду с нулевым решением х0 и положительным решением х+1 , существование которого доказано с помощью теоремы 8, мы имеем также отрицательное решение, определяемое по формуле 
х-1 = -х+1 . 

Рассмотрим теперь уравнение 
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с однородными граничными условиями. Пользуясь предшествующими рассуждениями, установим, что при >4 эта задача имеет положительной решение, которое обозначим через у+ . Определим функцию
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Очевидно, при  0 < t < /2  справедливо соотношение
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Аналогично при  /2<t<  имеем
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Следовательно, определенная выше функция удовлетворяет соотношениям (8.6), (8.7). Таким образом, при >4 задача Чэфи - Инфанте имеет по крайней мере пять решений: нулевое х0 , положительное  х+1 , отрицательное  х-1 = х+1  и два решения  х+2  и  х-2 = -х+2 , меняющие знак ровно один раз.

Вывод 8.7. При (задача Чэфи – Инфанте имеет ровно три решения, а при >4 – не менее пяти решений.
Аналогично однородная краевая задача для уравнения
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при >9 имеет положительное решение, которое обозначим через z+ . Определим функцию 
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При  0 < t < /3  справедливо соотношение
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Аналогично при  /3 < t < 2  имеем 
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Наконец, при  2/3 < t <   получаем 
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Таким образом, при >9 задача имеет еще два решения  х+3  и  х-3 = -х+3 (см. рис. 25). 
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 Рис. 25. Решения задачи Чэфи – Инфанте при  4 (9 .

Замечание 8.6. Естественно, максимум положительного решения задачи Чэфи – Инфанте зависит от значений параметров и . В этой связи функции, представленные на рис. 25, лишь схематически изображают соответствующие решения.

Вывод 8.8. При (задача Чэфи – Инфанте имеет ровно пять решения, а при >9 – не менее семи решений.

В общем случае при  >k2  уравнение
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имеет положительное решение, которое обозначим через  v+ . Определим функцию 
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Непосредственной подстановкой убеждаемся, что она также удовлетворяет соотношениям (8.6), (8.7) и меняет знак  k-1  раз.

Вывод 8.9. При  (k-1)2 (k2  задача Чэфи – Инфанте имеет ровно 2k-1 решений, а при  > k2 – не менее 2k+1 решений.

Столь поразительный характер влияния коэффициента при младшем линейном члене уравнения не может не вызывать удивления и восхищения. При этом следует остановить более пристальное внимание на характер зависимости решения задачи от этого параметра.

8.5. Точки бифуркации 

Сразу же можно сделать следующее заключение.

Вывод 8.10. Число решений задачи Чэфи – Инфанте зависит от параметра а значитотсутствует непрерывная зависимость решения задачи от этого параметра.

Общее поведение решения задачи с изменением положительного параметра  можно описать следующим образом. При малых значениях этого коэффициента задача имеет единственное (нулевое) решение х0 . Изменение (увеличение) параметра  никак не сказывается на решении задачи, вследствие чего есть все основания полагать, что непрерывная зависимость решения от параметра пока имеется. Однако при переходе  через критическое значение, равное единице, задача приобретает еще два решения  х+1  и  х-1 , т.е. свойства системы неожиданно изменились скачком. Дальнейший рост параметра  приводит к постепенному изменению указанных решений, хотя их общая структура остается неизменной. Так продолжается до тех пор, пока параметр  не переходит через свое второе критическое значение, равное четырем, после чего откуда-то появляются новые два решения  х+2  и  х-2 . До тех пор, пока измененяемый коэффициент не достиг значения  = 9 , все нетривиальные задачи зависят от него непрерывным образом, но превышение этого значения приводит к появлению очередных решений х+3  и  х-3 . В общем случае, до тех по пока параметр  меняется на интервале между квадратами двух натуральных чисел, количество решений задачи Чэфи – Инфанте остается неизменным, причем каждое из них меняется непрерывно с изменением . Однако при переходе через значения   k2  неизменно появляются еще два новых решения х+k и  х-k . Значение параметра задачи, при переходе через которое меняется (увеличивается или уменьшается) число ее решений, называется точкой бифуркации.

Вывод 8.11. Значения  k k2, k = 1,2, … являются точками бифуркации для задачи Чэфи – Инфанте.
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Рис. 26. Бифуркационная диаграмма в задаче Чэфи – Инфанте.

Описанный выше процесс схематически изображен на рис. 26, называемом бифуркационной диаграммой. Здесь ось абсцисс соответствует числовому параметру , а ось ординат – функциональному пространству Х решений задачи. Бифуркационная диаграмма наглядно показывает, что в точках бифуркации от старых решений ответвляются новые. Характерно, что каждое из этих решений на всем диапазоне своего существования непрерывно зависит от . 

Полученные результаты представляют интерес и для исследования нестационарной задачи Чэфи – Инфанте, которая характеризуется нелинейным уравнением теплопроводности
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с граничными условиями

u( = 0 ,  u( = 0 

и начальным условием

u( = u(,  0 < < 
Очевидно, положением равновесия нестационарной задачи Чэфи – Инфанте непременно являются решения краевой задачи (8.6), (8.7). Тогда на основе проделанного ранее анализа можно прийти к следующему заключению.

Вывод 8.12. При  (k-1)2 (k2  нестационарная задача Чэфи – Инфанте имеет ровно 2k-1 положений равновесия.

Замечание 8.7. Как и в предшествующем примере, нестационарную задачу можно рассматривать как средство для практического нахождения нетривиального решения соответствующей стационарной задачи. 

Замечание 8.8. Мы видим, что решение задачи Чэфи – Инфанте своеобразным образом зависит от параметра . Этот характер зависимости позволяет заключить об отсутствии корректности в смысле Адамара исходной задачи оптимального управления 8.
Мы не будем выяснять вопрос, какое из решений рассматриваемой краевой задачи (условий оптимальности) доставляет минимум функционала, поскольку это связано с определенными техническими трудностями. Главное для нас в данном примере – получение краевой задачи, обладающей удивительными свойствами.

7.8. Окончательные итоги.

На основе проведенного анализа можно сделать следующие выводы:

1. Возможна ситуация, когда система условий оптимальности обладает различным числом решений в зависимости от значения параметра задачи, что связано с некорректностью оптимизационной задачи в смысле Адамара.

2. Возможна ситуация, когда краевая задача для нелинейного дифференциального уравнения второго порядка обладает различным числом решений в зависимости от значения параметра задачи.

3. Возможна ситуация, когда краевая задача для нелинейного уравнения теплопроводности обладает различным числом положений равновесия в зависимости от значения параметра задачи.
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